MODELOS DE DIFUSAO EM MARKETING, ANALISE
SOB A OTICA DA INTERACAO ENTRE ADOTADORES

Jairo Simon da Fonseca

Um dos problemas bédsicos com que se de-
fronta o especialista de marketing na admi-
nistragdo de produtos, refere-se i penetragdo
destes nos diversos mercados consumidores.
Em decormréncia disto, aspectos como poten-
cial e demanda de mercado sdo importantes
pontos a serem considerados na formulagio
de estratégias e programas de marketing.
Dentre as formas de se estudar a penetragdo
de mercado, destaca-se aquela representada
pelo emprego de modelos de difusdo.

Nos tltimos anos o estudos dos modelos
de difusio tiveram um grande desenvolvi-
mento, por se tratar de um t6pico aplicdvel a
uma gama bastante ampla de dreas do conhe-
cimento cientffico, como biologia, ciéncias
sociais, ecologia, transferéncia de tecnologia,

marketing e outras de menor afinidade com

a drea referida neste trabalho.

Rogers e Shoemaker (1971) definem difu-
sdo como o processo pelo qual uma inovagio
espalha-se entre os membros de um sistema
social. Toda inovagdo sendo comunicada en-
tre os membros de um particular sistema so-
cial, caracteriza um processo de difusdo com-
posto de sete elementos: inovagdo, adotado-
res da inovagdo, canais da inovagdo, tempo,
espaco, agentes de mudanga e sistema social.

Em termos especificos de marketing, de-
vemos imaginar a difusfo de uma inovagdo
ndo como o resultado de uma difusio de
adotadores de uma regido de alta densidade
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para uma outra de baixa densidade de ado-
¢d0, mas sim, como 0 movimento da inova-
¢fo entre adotadores do produto, considera-
do no seu conceito genérico. Rogers (1964)
identifica que a adogdo de uma inovagdo pe-
lo consumidor envolve cinco estdgios: (1)
percepgdo; (2) interesse; (3) avaliagdo; (4)
experimentagdo; (5) adogfo. No que se refe-
re especificamente aos adotadores, distin-
gue-se cinco grupos principais: (a) os inova-
dores; (b) os adotantes iniciais; (c) a maioria
adotante inicial; (d) a maioria tardia; (¢) os
adotantes retardatdrios (Boyd Jr & Massy,
1978).

Verifica-se assim que, apesar de intima-
mente relacionados, o processo de difusio
deve ser distinguido do processo de adogdo.
O primeiro refere-se basicamente i penetra-
¢3o de mercado do produto e o segundo re-
fere-se a seqiiéncia de estdgios através dos
quais a adogdo progride do primeiro conheci-
mento da inovagdo até a sua aceitagdo final.

Nosso objetivo neste trabalho € o de apre:
sentar e analisar os principais modelos de di-
fusdo aplicados a marketing sob a éptica da
interagdo entre adotadores.

MODELO GENERALIZADO
ESTATICO

Estrutura do Modelo
A partir dos conceitos apresentados ini-



cialmente por Rogers (1964) referentes ao
processo de difusio de inovagBes, pode se
estruturar um modelo generalizado estético
dessa difusgo.

Admitamos P(t) como sendo a populagio
do sistema social em uma época t e N(t) co-
mo a populagdo dos adotadores potenciais,
isto é, o nimero mdximo de adotadores em
uma época t na populagdo P(t) do sistema
social, também denominado de mercado po-
tencial, em que (N(t) <P(t))

Assim sendo, tem-se que:

N(t) = mimero acumulado de adotadores
em t;

n(t) = mimero de adotadores nio acumula-
do em t, tal que:

N(t) = ftto n(t) dt

ou

_dN(®)
O =3

Vamos assumir que n(t) e N(t) sio fun-
¢0Oes continuas com derivadas em todos os
pontos ¢ que n(t) seja uma fungdo unimodal
e ainda_que N(t) seja constante no tempo
igual aN.

A hipétese fundamental € que a taxa de
difusdo. N(t) = N(t) = 5‘% ¢é diretamente

= N@®)

propercional ao mimero de adotadores po-
tenciais. Em outras palavras, 3 medida que o
ntdmero acumulado de adotadores aproxi-
ma-se do seu patamar N, a taxa de difusio
decresce proporcionalmente:

dN(1)

Denominando-se a constante de propor-
cionalidade g(t) de coeficiente de difusdo,
obtém-se:

n(t) = N9 = g(t) N - N(t))

Conseqiientemente, g(t) pode ser interpre-
tada como a probabilidade de uma adogdo
em t, pois, @) - N(t)) ¢ o niimero dos que
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ainda nfio adotaram a inovagdo e o produto
N-N(t)) fornece o nimero esperado de
adotadores em t.

Como foi visto anteriormente, o coefi-
ciente de difusdo € fungio de sete elementos
bdsicos. Neste trabalho adotaremos para g(t)
o enfoque bdsico de que g(t) é fungdo linear
do nimero de adotadores prévios, sendo ex-
presso por:

g(t)=a+bN(t)

onde a e b sdo constantes positivas.
Desse modo, o niimero de adotadores nao
acumulado em t passa a ser:

n(t)=N(t) = @ + bN(t) (N - N()

Na relagdo acima temos dois fatores im-
ortantes. O primeiro, representado por
£a+bN(t)), é denominado fator de momento,
o0 qual aumenta quando n(t) aumenta. O se-
gundo ¢ representado por &_I—N(t)) é deno-
minado de fator de contengio, o qual dimi-
nui quando N(t) aumenta. Em outras
palavras, o fator de momento representa a
penetragdo de mercado conseguido pelo pro-
dute e o fator de contengdo o quanto do
mercado potencial ndo estd atendido.
Desse modo reescrevendo a equagdo sob a
nova forma, temos:

n(t)=%(i)=N(t)=a(N—N(t))+

+b N N - N()

Esta fung¢do pode ser empregada como re-
presentativa de fenomenos extra-marketing
tais como, espalhamento epidémico e cresci-
mento de populagdo em sistemas ecologicos.
No caso da penetrag¢io do produto no merca-
do, podemos interpretar a constante a como
um fndice de adogdo nfo influenciada, refle-
tindo a adogfo pelo grupo denominado de
inovadores, os quais reagem favoravelmente
a0 langamento de novos produtos.

A constante b pode ser considerada como
um fndice de adogdo influenciada, toman-
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do-se em conta a interagdo s3o as mais dife- a
rentes formas, entre adotadores e nio adota- ©onde b# — N
dores. Assim sendo, o coeficiente b pode ser
interpretado como um coeficiente de inova-
¢do. ]
Dependendo da énfase relativa dada aos tal que: =2
coeficientes a e b, obtemos os diferentes mo- n(.t') = (a+bN) e
delos de difusdo. 4b
imizacdo do Model —
Otimizac¢do do o . (bN—2)
o o . N{t} N(t)=
A solugdo da equagdo diferencial (anexo 2n 2b
I) dada por:
Se ndo existirem adotadores prévios,
tem-se que, N(t;,) =N, = 0 para t, =0, ob-
dN t . . Py :
(t) _ @ +b N(t» (N _N (t)) tendo-se assim as relages simplificadas
dt _ _ )
N(l —exp[—(a+bN) t]
em que Nt) =——= —He
1+—exp[—(a+bN)t]
N(t ~t5) = No a
permite calcular o mimero acumulado de _[N@+bN)/a]exp[~(a+bN) t]
adotadores, representado por: n(t) = oN ~
: Q+_exp[-(a+bN)t)
N—[aN—N,)]/(a+bN, a
Ny =N"[EE =N 1/ G+ bNy) |

1+ [ bN - N,)1/(a+bNy)1 Deve-se ressaltar que os valores miximos sio
os mesmos apresentados no caso anterior,

exp[ —(a+bN) (t —tg) ] substituindo-se t, = 0 e N(t,) =0.
exp[—(@+bN)(t—1,) ] Estimagdo dos
Parimetros do Modelo
Em termos do nimero nZt acumulado de
adotadores n(t), basta derivar = expressdo Os parimetros do modelo generalizado
acima, obtendo-se: podem ser estimados, ap0s a discretizagdo da

relag@o bésica, representada por:

_[(N-Ny)@@+bN)* /

n(t) = S dN(t
[1+[b(N—No) n(t) = N(t) = d£)=a-ﬁ+
(a+bNy)]exp[—@+DbN) (t —t5) ]

(a+bNy) Jexp[— @@+ bN) (t—t) 1T +(bN — a) N(t) — bN?(t).
O ponto de méximo obtendo para t é dado Discretizando, obtemos n(t) = N(t + 1) —
por: N(t). Portanto, o nimero de adotantes acu-
, mulados no perfodo subseqiiente serd dado

- I, a+bN por:
- = - — n = > — —

°  (a+bN) Bb(N-N.) N(t + 1) = aN + (bN — a + 1) N(t) — bN2(t)
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notando-se:
a; = aﬁ
oy =bN—a+1
Q3 = — b

tem-se a seguinte relagdo:

N(t + 1) =ay tay N(t) + a3 Nz(t)

A estimagfo das contantes a; , a; € a3 €
obtida utilizando-se o método dos mfnimos
quadrados na relagdo de regressdo:

N(t)=ay +a; N(t—1)+as N*(t —1)

O valor representado por

t-1
Nt-1)=Z . n(i), corresponde ao nt-
X1=
mero acumulado de adotadores em (t — 1).
Uma vez estimados a; , a, € a3, podemos

calcular a, b e N da seguinte maneira:

b=a;

— — a
a=bN—a2 +l=—a3N—a2ﬁl=ﬁl,

ou
a=as ﬁ"'(dz - 1)-N.+a1 =0
Resolvendo a equagdo obtém-se:
g @ =D Ve 17 —dxag

2(!3

Assim sendo, o coeficiente a é expresso
por:

a=—a3N—oa, — 1

Deve-se ressaltar, por tiltimo, que ¢ de ex-
trema importincia a estimag3o dos parime-
tros a e b, tendo em vista que esses valores
vio determinar a forma da distribui¢do dos
adotadores da inovagdo.
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Modelos especiais
Modelo de Difusdo Céncava

Este modelo foi originalmente proposto
por Fourt & Woodlock (1960) para aplica-
¢0es em produtos susceptiveis de serem com-
prados apenas uma tnica vez. Tem como ca-
racteristica bdsica o fato de vendas apresenta-
rem uma tendéncia declinante quando da
aproximagao, em refagfo ao mercado poten-
cial, o qual é considerado constante. Este
modelo também € vélido para produtos durd-
veis cuja venda de reposi¢do apresenta uma
cadéncia fraca.

As hip6teses fundamentais para a geragdo
deste modelo sdo duas:

1) N(t=0)=0

2) b =0, isto é, todos os adotadores sdo
inovadores ou cada adogdo € o resulta-
do de uma inovagio independente, de
tal forma que os nfo adotadores n3o
sdo influenciados pelos adotadores.

Da relag@o (2), temos:

N(t)=N (l —exp(—at))=N(l - "ét')

Esta relago caracteriza o modelo de pene-
tragio de mercado sugerido por Fourt &
Woodlock (1960).

A caractenzagao fundamental desse mo-
delo € a auséncia de interagdo entre os com-
pradores. Assim, o nimero de adotadores em
t € obtido através da expressdo:

n(t) =N(t) = (N — N(t))

onde podemos constatar a presenga somente
de um dos fatores, o fator de contengio,
conduzindo o modelo a uma forma concava.

Modelo Logistico

Scob o prisma hist6rico, Roos & Von Sze-
liski (1939) foram os primeiros autores a
ajustarem uma curva logfstica, no caso para
o crescimento da demanda de automéveis
nos Estados Unidos. O argumento utilizado
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para o emprego dessa fungdo relacionou-se a
observagdo de que o aumento da frota circu-
lante era dado pelo nimero de potenciais
compradores multiplicado pela probabilida-
de de uma nova aquisi¢@o, sendo esta proba-
bilidade proporcional ao nimero de automé-
veis j4 adquiridos.

De um ponto de vista conceitual, este mo-
delo é o oposto do modelo de Fort & Wood-
lock e sua hip6tese fundamental é que a=0.
Isto implica que o modelo assume a difusio
ocorrendo como o resultado de pura imita-
¢do ou de adogdo influenciada.

Da equagdo (2), admitindo-se que a=0e
t, = 0 obtém-se a equagdo:

N(t) =

(N-N,)

N exp (— bNt)

1+
[}

cujo gréfico representa a curva logfstica, su-
gerindo-se a denominagdo de modelo logfsti-
co, pois trata-se de um modelo de difusdo
emS.

A caracterizagdo bdsica deste modelo, em
termos do padrio de difusio em um sistema
social, repousa na existéncia de um processo
de imitagdo entre os potenciais compradores,
o qual constitui regra fundamental da intera-
¢d0 humana.

O modelo logistico visto da equagdo ge-
radora:

n(t)=N(t)=b N(t)(ﬁ - N(t))

leva em conta tanto o fator de contengdo
quanto o de momento, cada um agindo de
forma oposta sobre o comportamento da va-
ridvel n(t).

Modelo de Gompertz

A fungdo de Gompertz foi utilizada pela
primeira vez por Prescott (1922) para estu-
dar “leis” de crescimento da demanda, a par-
tir da constatagdo de que o crescimento de
uma inddstria evolui segundo quatro fases
distintas: introdugdo ou experimentagfo,
crescimento a taxas crescentes, crescimento
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a taxas decrescentes e um periodo de estabi-
lizaggo. Desse modo, o modelo de Gomperiz
¢ conceitualmente semelhante ao modelo lo-
gistico, apenas com uma ligeira modificagdo
na equagao geradora:

N(t) = — 1n b N(t) (1nN — 1nN(t))

A integragdo desta equacgdo diferencial nos
conduz i relagdo:

N(t) = Nab"

representa a curva de Gompertz, a qual os
dois modelos de difusdo em S aqui citados
foram aplicados no estudo do comportamen-
to das v:ndas de televisores preto e branco
ao merc: do brasileiro, fornecendo resultados
priticos bastante razodveis (Fonseca e
Mazzon, 1978).

Modelo de Bass

0 modelo de Bass (1969) foi originalmen-
te aplicado em marketing nos Estados Uni-
dos para descrever o comportamento das
vendas de vérios bens de consumo durdvel.
No Brasil, foi também por nos utilizado no
estudo das vendas de televisores (Fonseca et
alii, 1978).

O modelo originirio da drea de epidemio-
logia, supde a presenga tanto de comprado-
res inovadores como de compradores imita-
dores. Admite também um (ndice de adog@o
influenciada constante e inversamente rela-
cionado ao nivel superior acumulado de ado-
tadores N.

Presumivelmente uma inovagdo com gran-
de potencial de mercado, ndo terd uma alta
taxa influenciada, como uma inovagdc com
um mercado potencial pequeno.

Matematicamente, temos as seguintes re-
lagOes impostas pelas hipbteses:

1)aeb#0
2)N(t=0)=0

3)b =% onde q € uma constante



Substituindo estas relagdes na relagdo (2),
obtemos:

ﬁ(l —exP[—(a+q)t])
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Com a finalidade de ilustrar com dados
reais a aplicago desse modelo, apresentamos
no quadro a seguir os resultados obtidos por
nos e referentes a0 mercado brasileiro e por

Nt = Bass nos Estados Unidos, referentes ao mer-
1 +3 exp[—(a+qt] cado. americano, relativamente ds vendas de
a televisores preto e branco:
arametros N (10%) a q
Produto Brasil EUA Brasii | EUA Brasil EUA
Televisores preto
e branco 16,433 | 96,717 0,0017 | 0,0278 0,2426 0,2510

Podemos observar que o coeficiente de
imitagdo (q) é aproximadamente igual para
os dois pafses, mas o valor do coeficiente de
inovagdo (a) por nds obtido é muito discre-
pante do valor obtido por Bass nos EUA.
Uma explicagdo plausfvel para tal resultado,
seria o reduzido nimero de familias com um
maior nivel de renda, fato que minimizaria o
papel dos inovadores no processo de aquisi-
¢do e difusio da compra de televisores no
Brasil.

MODELO GENERALIZADO
DINAMICO

Este modelo foi desenvolvido por Maha-
jan e Peterson (1978) e engloba o modelo
generalizado estitico. Este pode ser conside-
rado um caso particular do modelo dindmi-
co, quando supomos que o nimero de adota-
dores potenciais se mantém constante, ou se-
ja, quando N(t) =

Neste item do trabalho nos baseamos no
artigo dos autores acima citados, sendo o
Unico trabalho publicado até a presente data
que conjuga aspectos tedricos do modelo
com a exemplificacio da aplicagdo de um
caso real.

Vamos considerar N(t) = f(S(t)) onde S(t)
¢ um vetor de todos os fatores relevantes,
exOgenos e endbgenos, controldveis e ndo
controldveis, que afetam N(t), como condi-
¢des sbcio-econOmicas, variagio da popula-
¢do, agOes do govemo, esforgo de marketing
e outros,

A equagiio diferencial bdsica que gera o
modelo é assim expressa:

() a + bN(t)) Q(S(t)) N(t)

com as condi¢des iniciais:
N(t=t,)=N,
f
o) =fo

A solugdo da equagdo diferencial acima,
deduzida em anexo, ¢ a seguinte:

F(S(H) —[a(fo —Ng) /
1+ b(fo —Ng)/

(a+bN,) Jexp [ —a(t —t,) — bM(t) ]
(@a+bNy) Jexp[ — a(t — t,) — bM(t) ]

onde: M(t)= || f(S(t)) dt

A relagZo acima reduz a relagdo do mode
o esttico, quando N(t) = f (S(t)) =

No estigio atual de conhecimento sobre o
modelo e, por simplifica¢Zo, no caso da ino-
vagdo de um produto, N(t) é expresso em
fungdo do crescimento da populagdo, de tal
forma que o grau de precisdo da previsio do
modelo dindmico é influenciado pela preci-
sf0 do crescimento da populag¢do do sistema
social.

(5)N(t) =
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Para melhor ilustrar o modelo generaliza-
do dindmico, vamos aqui descrever uma apli-
cagdo que Os autores acima mencionados fi-
zeram nos Estados Unidos, referente a dados
sobre mdquina de lavar roupas, onde a popu-
lagdo do sistema social P(t) foi considerada
como o nimero de licenciamento de novas
moradias naquele pafs.

Os dados sobre mdquinas de lavar englo-
bam todas as classes de mdquinas, bem como
todas as marcas no periodo de 1950-1974,
ressaltando-se que o nimero de novos domi-
cflios mais que triplicou neste mesmo pe-
rfodo.

Como N(t) é expresso em fungio de P(t),
vamos primeiro determinar o modelo para a
previsio do crescimento da populagdo do sis-
"tema social:

dp
T?) = (m +m, P(t)) F - P(t))

com condigdes iniciais P(t = t, )= P, =P(0)
= 0, cuja solugdo jd apresentada ¢ a seguinte:

- F(l —exp[ —(m +m, P)t])
1+ my/m; Jexp[-(m, +m2F)+t]

P()
Os resultados obtidos pelos autores foram
os seguintes:
m; =11,36x107*
m, =14,23x 1078
P P=271x10°
R?*=0,65

Admitindo-se que N(t) = f(P(t)) = k; +k,
P(t) e substituindo-se na equagdo diferencial

bdsica geradora do modelo dinimico, temos:

dN
Tt(t) =@+ BN(W) (k1 + ks P(t) - N(t)

A solugdo desta equagdo diferencial é da-
da pela relagdo (5) onde M(t), também espe-
cificado no anexo, tem a seguinte expressio:
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M(1) = f:o ()t =k, (t - t5) +

+k, Inf| Y—(t)—
Y(t,)

#r [@ B,

2

onde

Y(t)=2—’P+exp[(m+mF)t1,
1

Z(t)=l+ﬂexp[—(m+mf)t]
m

8 P

= ¢

! (m; +m,P)
m

By = :

my (my +m,) P

Os pardmetros k; e k; foram estimados
supondo a = 0 ma relagfo:

dN(t)

— — (a + bN(t)) (kl +k; P(t) - N(t))

da seguinte maneira:

d In N(t)

- bk: +k, P(t) - BN(t)) ou
InN(t+1)=1n N(t) = b k, + bk, P(t) —
bN(t)

=B; + B, P(t) + B3
N(E)

Nesta (ltima equagio s30 necessdrios da-
dos da populagio do sistema social P(t) bem
como os dados do nimero acumulado de
adotadores N(t).

Uma vez estimados os pardmetros k; ¢ k,
e também estimados m,;, m, ¢ P e conse-
qiientemente Y(t), Z(t), B; e B,, temos de-
terminado M(t) que, substitufdo na relagfo
bdsica (5), permite prever o nimero de ado-
tadores em uma determinada época.



O quadro a seguir apresenta os valores
reais obtidos por Mahajan & Peterson (1978)
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a adogfo de mdquina

Periodo
Equagdo de Regressdo (1950-1974) (1950-1965)
By -1,2811 -1,3733
B, 01179x103 0,1276 x 10™ 36
B3 -43,6000 x 10~¢ ~48,4200 x 10~
R? 0,76 0,80
Modelo de Difusdo
9 ~2,9380 x 10% -2,8360 x 10*
k2 2,7040 26365
b 43,60x 107 48,42 x 10°

A correlagio entre os valores previstos pe-
la relagio (5) e o niimero acumulado. de
adotadores observados no perfodo em estu-
do foi bastante elevado, da ordem de 099,
indicando, pois, boas previsdes.

Quando se considera os dois perfodos de
estimagdo, podemos notar uma estabilidade
no valor dos pardmetros, de tal maneira que
podemos afirmar que o modelo dindmico ge-
neralizado mostrou-se bastante satisfatorio
no caso em estudo.

CONCLUSAO

O desenvolvimento recente dos modelos
de difusio, alguns oriundos de outras dreas
do conhecimento, proporciona ao especialis-
ta em comportamento das vendas de bens de
consumo uma ferramenta de altfssima quali-
dade para a andlise do mercado de tais pro-
dutos.

Os modelos, embora sejam bastante avan-
¢ados, ainda apresentam algumas deficiéncias
comportamentais, como a auséncia de intera-
¢do com outras inovagdes concorrentes, além
da utilizagdo apenas do tempo como padrio
do processo de difusdo.

De qualquer forma, tais modelos se cons-
tituem na ferramenta mais modema e precisa
para uma visdo mais profunda do comporta-
mento das vendas de bens de consumo, espe-
cialmente os durdveis.

Gostarfamos, ao terminar este trabalho, de
deixar uma mensagem exposta pelo grande

econometrista Henri Theil: “E preciso matu-
ridade para entender que os modelos sio
criados para serem usados e nio para serem
acreditados”.

ANEXO

Neste anexo mostraremos a solugdo mate-
mdtica do modelo dindmico generalizado da
maneira que se encontra no apéndice do tra-
balho de Mahajan e Peterson (1978):

0O modelo dindmico generalizado é carac-
terizado pela equagdo diferencial:

= (a + BN(t)) (F(S(1) — N(1))

com as condigBes iniciais N(t = t,)) =N, ef

S(to) = fo

Rearranjando a relagdo acima, temos:

dN( dN(t)

dN(t) ou
(a + BN(D) ((S(t) — N( t))
bdN(t) dN(t)

a+ ON() | G300 - N(Y)

{: + bf S(t))dt, cuja integragdo leva a re-
¢cdo:
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AL ln[f(S(t)) ~ N

=a(t—t,)+ bM(t)
onde:
M(t) = f:o 1 (S(V) dt.
Da 1ltima relagdo, obtemos:

a + bN(t) =a+bNo
IER)—NO fo-Ng T

[a(t—t)+bM(®)],0u

Ny = T60) (60 ~No)
1+ [ b (fo - No) /

(@+bN,) Jexp[ —a(t —t,) —bM(D) ]
(a+bNy) Jexp[ —a(t—t,) — bM(t) ]

A relagdo pritica utilizada no trabatho foi
a seguinte ligacdo linear:

N(t) = f(S(t)) =k, +k, P(t) com

=P —expl = @ +myP)e])

a+bN, N, 1

" 1+[my/m; |Pexp[ — (my +m,P)t]

agora
M(t) = ftt £ S(t) dt =
o]
=k, (t—t,)+k ftt P(t) dt, mas
(¢
t <
f,, Bodt=f

—15(1 —exp | — (m, +mgf’)t])
1 +[ my/my ]T’eXp[—(ml +m, P)t]

=ft Pexp[(m; +m,Pt)]

to m, P/m, +exp [ (m +m, —P]

dt

_t Pexp[—(m +m; P)t]
to 14[m, /m, ] P éxp [— (m, +m, P) t ]

Para podermos integrar estas relagSes,
usamos as fungdes auxiliares:

Y(t) =m, P/m, +exp [>(m1 +m,P) t]e
Z(t)=1+[my/m; JPexp

[ —(my +m;P) t]=Z(t).

assim,

t Y (1) P
P(t)dt = —_—
fto ( ) fY(tO) (ml + mgP)

dy

R 10 m, az
Y(1)

Z(to) m, (ml + mz-ﬁ) -Z(_t)
- P _Ing Y(t) 1+
m +m, P Y(t,)
my Z(t)
my(m; + m,P) tnl |

Ut,)

it) ]p 1
Y(t,)

O
Uty

=1n([

[ F?) onde,

P

e —
(m; +m, P)

B

my

) (m; (m, +m, P)

B2

Portanto,
M(t) =k, (t—ty)+k; In

(YO g 2O

B2
Yoo lzin! )
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Supondo t, = 0, Y(to) =Zt) =1+ g,
[m;P/m; ] e desde que By +8; =1/mye m,
para qualquer t, _ Substltumdo M(t) na expressio funda-
Y(t)/Z(t) = exp [ (my + m,P) t ], temos mental geradora do modelo N(t): temos o
uma relagdo simplificada para M(t) =k; t + modelo totalmente pronto para as suas utili-
zagOes préticas.
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